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Neue Begriindung der Theorie der endlichen Transformations-
gruppen®).
Von

Famgprica Sceor in Dorpat.

Es sel mir gestattet, kurz digjenigen Punkte hervorzuheben, in
welchen sich die folgende Begriindung der Theorie der endlichen
Transformationsgruppen von denjenigen unterscheidet, welche Herr
Lie, der Schopfer dieser neuen Disciplin, ihr unter Mitwirkung von
Herrn Engel in dem vor Kurzem erschienenen ersten Abschyitte seiner
umfangreichen Monographie**) gegeben bat. Kine, wie mir scheint,
wesentliche Vereinfachung erziele ich dadurch, dass ich pur solche
Gruppen betrachte, welche die identische Transformation enthalten.
Dass hierin eine vielleicht ungerechtfertigte Beschrinkung nicht legt,
berubt auf der schon von Herrn Lie bemerkten Thatsache, dass jede
endliche Transformationsgruppe durch Einfihrung geeigneter Parameter
in eine solche iibergefiihrt werden kann, welche die identische Trans-
formation enthilt, Wikrend aber Herr Lie dies mit dem ganzen Apparate
seiner Theorie hewiesen hat, habe ich im letzten Paragraphen einen
directen, nur den urspriinglichen analytischen Ausdruck der Gruppen-
eigenschaft benutzenden Beweis dafijr gegeben. Ich hitte daher diesen
Beweis ebenso gut an die Spitze meiner Abhandlung stellen kénnen
und habe dies nur desshalb nicht gethan, um mit concreteren Be-
trachtungen beginnen zu kbunnen,

Die Ableitung der grundlegenden Differentialgleichungen ist nun-
mehr eine directe Folgerung aus der Gruppeneigenschaft; wihrend
sich dieselben aber bei Herrn Lie zunichst nur als nothwendige Be-
dingungen ergeben, gelingt es mir durch eine nahe liegende Verall-
gemeinerung eines Verfahrens, welches ich in einer vor Kurzem ver-

versitit Dorpat zum fimfzigjahrigen Jubilaum der Sternwarte Pulkowa erschienen.

**) Theorie der Transformationsgruppen. Erster Abschnitt. Unter Mitwirkang
von Dr. Friedrich Engel bearbeitet von Sophus Lie. Leipzig, Teubner 1888. Ich
werde dieses Werk im Folgenden immer kurz als ,,Transf‘ citiren. Die in der
Einleitung erwihnten Theoreme des Herrn Lie werden spiter noch genau citirt
werden, ’

Mathematische Annajen, XXXV, 11
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offentlichten Abhandlung #) zur Ableitung der Haupteigenschaften der
Parametergruppe angewendet habe, diese Differentialgleichungen zugleich
als die hinreichenden Bedingungen fiir die Bestimmung einer Gruppe
pachzuweisen. Die hierbei verwendeten Recursionsformeln Hefern
gleichzeitig die directe Losung des Problems, die endlichen Gleichungen
einer Gruppe aus den infinitesimalen Transformationen ihrer selbst
sowohl wie ihrer Parametergruppe zu finden. Wenn hierbel etwas
lange Formeln kaum zu vermeiden waren, so wird auf der andern
Seite der Vortheil erreicht, dass keine besonderen Vorkenntnisse, z. B.
nicht die Integration der vollstindigen Systeme vorausgesetzt wird.

Indem ferner die bekannten Relationen zwischen den infinitesimalen
Trapsformationen einer Gruppe direct als die vollstindigen Integrabili-
titsbedingungen jener grundlegenden Differentialgleichungen nach-
gewiesen werden, sind diese Relationen wiederum mit einem Schlage
als die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir erwiesen,
dass die betreffenden infinitesimalen Transformationen eine Gruppe
bestimmen., Herr Lie erreicht dies dadurch, dass er von der Schaar
der von diesen infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen
Gruppen ausgeht und beweist, dass dieselbe, falls jene Relationen
bestehen, eine Gruppe bildet. Es hat dieser Beweis, weil er auf den
Ideen beruht, welche bei Erfindung der Theorie leitend gewesen sind,
sicher eine grosse Bedeutung, aber, von der grosseren Linge abgesehen,
hat er gegeniiber dem von mir gegebenen immerhin den Nachtheil,
dass er eine gewisse Kenntniss der Zusammensetzung der Gruppen
anticipirt.

Es werden zuletzt auch die Gleichungen, welche zwischen den
charakteristischen Constanten einer Gruppe bestehen, als die voll-
stindigen Integrabilititsbedingungen der Differentialgleichungen, denen
die Componenten ihrer infinitesimalen Transformationen zu geniigen
haben, wenigstens fiir den Fall nachgewiesen, dass es sich um transi-
tive Gruppen handelt. An diesen Nachweis kniipft sich zugleich die
vollstiindige Integration dieser Differentialgleichungen durch Potenz-
reihen, deren Glieder nach verhilltnissmissig einfachen Gesetzen sich
aus den charakteristischen Constanten aufbauen. Es ist hiermit das
Problem geldst, alle endlichen transitiven Gruppen von gegebener
Zusammensetzung zu bestimmen, und in diesem Punkte dirfte meine
Abhandlung wesentlich iiber das bisher iiber diesen Gegenstand Ver-
offentlichte hinausgehen. Die explicite Darstellung einer Transforma-
tionsgruppe durch ihre charakteristischen Constanten setat zugleich
ithre blosse innere Abhingigkeit von diesen in unmittelbare Evidenz.

*) Schur, Zur Theorie der aus = Haupteinheiten gebildeten complexen
Zahlen, Math, Ann, Bd, 33, S. 49
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Somit erledigt diese Darstellung zugleich die Frage nach der Aehnlich-
keit transitiver Gruppen. Handelt es sich um die Parametergruppe,
so sind diese Formeln von besonderer Einfachheit. Ich habe daber
die Behandlung dieses Falles vorausgeschickt, zumal die von mir
gegebene analytische Darstellung der Parametergruppe unmittelbar die
Zusammensetzung jeder zugehdrigen Transformationsgruppe aus ein-
gliedrigen Gruppen erkennen lisst. Der beliebige Untergruppen be-
handelnde Paragraph enthillt nichts Neues, musste aber der Vollstin-
digkeit halber eingefiigt werden. Es mag zuletzt noch bemerkt werden,
dass fiir das Ver»t&ndm» meiner Abhandlung keinerlei Vorkenntnisse
aus der Theorie der partiellen Dxﬁerenhalglelchuugeu oder Trans-
formationsgruppen erforderlich sind.

§L

Zuriickfihrang der Gruppeneigenschaft auf die grundlegenden
Differentialgleichungen.

Ist in einem Gebiete von = Dimensionen eine Schaar von oc”
Transformationen vorgelegt, von denen jede einem Punkte (z,,.c.,...,2.)
einen Punkt (x,, ). ..., «.) zuordnet, so ist der allgemeinste ana-
lytische Ausdruck derselben:

(N 25 = [y, Ly ooy Tay Uy Uy o -, ) == [olTi ),
Von den f, mége zunichst nur so viel bekannt sein, dass sie Potenz-
reihen der z. und der u, sind, welche in der Nibe der Stelle

Ly == Ly == - == Ly == Uy =y s e == Uy =)
convergiren. Beschrinken wir uns auf eine gehfrige Nahe dieses
Nullpunktes, so werden wir es im Folgenden wnacbqt immer mit
Potenzreihen derselben Art zu thun haben.

Unter diesen Transformationen mdge nun im Besonderen eine sein,
welche jedem Punkte ihn selbst zuordnet, die sogenannte identische
Transformation; wir werden spiter*®) schen, wie wir uns von dieser
zuniichst als speciell erscheinenden Anpabme befreien konnen. Nehmen
wir weiter an, dass diese Transformation dem Werthesysteme uy = 0
der Parameter entspreche, so werden die f; die Form haben:

> . } A R
2 falw; w) = Z, +,._., m! ou, *(/u oy Uo, Ue, * v~ Uy, -
1 G
2b;aﬁ;~"'7bl¢‘$ i,.‘.’.’,"-,’l‘},

Soll unsre Schaar von Transformationen wirklich von r-facher
Michtigkeit sein, so muss es moglich sein, wm den Nulipunkt einen

») Vergl, § 7 dieser Abhandlung.
11
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solchen endlichen Bereich abzugrenzen, dass zswei verschiedenen Werth.-
systemen der Parameter i. A. auch zwei verschiedene Transformationen
entsprechen. Wiirden nimlich allen Stellen (u,) eines Theiles des-
jenigen Gebietes, fiir welches |u,| < &, Stellen (v;) entsprechen, fiir
welche ebenfalls |v,] < 8, & mag so klein sein, wie man will, derart
dass fiir alle 2, die Gleichungen bestehen:

@) fo(®; u) = fu(z; v),
so wiirde fiir unendlich kleine & hieraus folgen:
oY 8/, (@i )
(4) EZ ——"-—-—-—-—aa % (175 — ub) = 0.
=1

Es miissten daher die Functionen y.(u), welche die Coefficienten der
Entwickelung der f,(z; %) nach den z; sind, sémmtlich Gleichungen
von der Form:

. 01, (u)
(0) afwh Wy = 0

=1

geniigen, sodass die Functionaldeterminante von je r dieser Functionen
verschwinden wiirde. Es lassen sich demmach diese Functionen durch
r — 1 derselben ausdriicken®), oder unsere Transformationen bilden
eine Schaar von hochstens (r —1)-facher Michtigkeit.

Die Gruppeneigenschaft unserer Transformationen spricht sich nun
In dem Bestehen folgender Gleichungen aus:

6) fa (@5 w)50) = fu(2s 9 (us ) -

in Ricksicht auf unsere letzte Bemerkung ergeben sich fir die
Functionen ¢,(u; v) sofort folgende Gleichungen:

(N ; Uy = @5 (u; 0)
und:
® 25 = @p(0; v).

Aus (7) folgt, dass die Functionen ¢, die folgende Form haben:

L ~m
ca) 1 0" 9, (%, 0)
%) Pa(U; ¥) = us + _S_, wl 5o, Go,, - - 00y U, Vg, * * * Vb, 3
m=1 : m
{01, 00 c -, bn=1,2,..., 7}

von den hierdurch neu eingefiihrien Potenzreihen moge zunzichst wieder
nur bekannt sein, dass sie in gewisser Nihe des Nullpunktes con-
vergiren.

) *) S. etwa Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5. Aufl.
Leipzig, Hirzel, 1881, S. 142 u. 143
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Aus (8) ergiebt sich weiter:
(10) SBIE e b, ®)

Wo dgy = 1 oder 0, je nachdem a = b oder a 2}, und:

ot \
o“, 0. 0)
—— e O’

(11) Gy, v, ety,

wenn m > 1.
Weiterhin folgt, dass auch die Gleichungen:
(12) = @, (u;v)
eine Gruppe bestimmenp*¥) Nach (6) ist nimlich erstegs:

(13)  fa (1 (s w3 0)3 0) =1 (i )5 9lo; )
=f (x; @ (u; 9(v; 'w})),

und zweitens:
a9 L (f (s wie)e) =1 (fles 93 0)s w)
= ;(x; 9 (p(u; 'v)sw)),

also, sobald die «, v, w innerbalb des oben definirten Bereiches liegen:
(15) Pa (9(u5 0); w) = @ (u; @(v; W) ;
hierbei kann man sowohl die u, als die zu trapsformirenden Grissen
betrachten und die v, als die Parameter der Transformation als auch
umgekehrt. Die durch die Gleichungen (12) und (13) dargestellte
Gruppe wollen wir die Parametergruppe der gegebenen Gruppe nennen.

Entwickeln wir in Gleichung (6) auf beiden Seiten nach Potenzen
von v, und vergleichen die Coefficienten, so ergeben sich die folgenden

nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen der
Gruppeneigenschafi:

(16) il Pl T
m: Gy g, 00
. ~ 8 . padl .
>"v 1 i AT : AN (u; 0) 1 Vi ¢‘b,(u,0,
D cu o ou o U, 0. G0, bat OV, OO D
—pl U O, O | Bt OV, 00, 0%, fl Ol 00, 2
u; 0
1 4 ‘?cbp( 3 V)
- I
8]’ ¢ vbﬂﬂ-"‘ 'y a vbll;

{pc:l,2,...,m; Gy CayeesCe=12,...,7; bl,ox,.,.,b,,r—],2,...,1;;}'
S+ S+t SG=m

*) Vergl. Transf Theorem 1, 8. 18.
¢, Vergl. Transf. Theorem 71, S. 404.
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Diese unendlich vielen Bedingungen reduciren sick nun dadurch auf
eine endliche Anzahl, dass sie fiir jedes m erfiillt sind, sobald sie fir
m == 1 befriedigt sind, sobald also:

ofo(flas Wi 0) 2 ofy(@iw) P9 (i O)

0%, 0% o7y

.

an

o=

Nehmen wir nimlich an, das System (16) sei fiir ein gewisses m und

alle kleineren Zahlen erfiillt, so ergiebt sich durch Differentiation
. ., 0 50 .

desselben nach ., Multiplication mit 4 (45 ) und Summation iber ¢

b1
in Rucksicht anf (17):

( (e wy; 0) )

(18) —= - f
0! ) ¢
Pl ofy(e; w) 0,
] 8 I
n_zf I i A 1 ey s 0)
(P Ut cugOu - 0% | 8P C0, 0%, 00
~5p (: G . (0
0P, (u;0) CPy N
ST HpTTUITTS AT e
‘51/ : gvbm——sp ¢¢ bm ¢ bbm—rl —

o8y

T 9, (w3 0)

+ 2 1 AT ACH
;) Ty AT "‘“"."'n N e T AT
Pl ou, ou, - Oy, Oy, "+ GV,

8
¢ 9, w;0) A
’ X . U
1

ov v o
b o By .oy o9, (15 0)

Ve

E e LR LS o

s ! ou. ‘v,
¢ N “derl

p¥ (w: O
o . (u;0) o
L ‘DI/\ ' i

rA bmrs!, Gubm '
-~

[2==1,2, ., m5 ¢y Cog ey Gpt=1, 2, 0375 Dy, Dy 000y Dy 5 b],*;l:l,?,...,p;p-f—l}.
1 SyFSot o= m; e=1,2,..,p; c=1,2,...,7.

Hier diirfte nur zu erbrtern sein, warum in der ersten Summe rechts
der Nenner (p-1)! statt p! gesetzt ist; dem wiirde in der That so
sein, wenn wir nach der Rechenvorschrift dem letzten Factor den
Index ¢ gegeben hitten. Durch die angewandte Bezeichnung tritt aber
jedes Glied der Summe (p-1)-mal so oft auf, als dies eben nach
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Jener Vorschrift der Fall sein durfte, sodass fiir ein bestimmtes p
die betreffenden Glieder der Summe noch durch p-+1 zu dividiren sind.

Aus (18) ergiebt sich fiir 4, = 0 in Riicksicht auf die Gleichungen
(10) und (11):

( “”‘f *; 0) )
ag 32 s Tin,) B 1 ST =50
. o Ol T
el e 61‘3‘ cubm-rl (1! 0“1’ a“i‘ bm+:

~

ﬂ( ety (0 0) )
(‘ V‘v s
0‘ 6, Ci Gl’b

+ 2 1 A fx;0) 1 AL e
U ouy Gu, o4, o, (m—p+0i T ¢ ST e
b Oy Oy, ‘\‘p—l( e (w=pt 1) %

el
{p=1, 2 m =120 P O, Dy ey G 12, .,m}.

Setzt man hierin zunichst f(z; ) fir z, so erhilt man eine neue
Form der linken Seite von (18).

Alle unsre Formeln von (16) ab bleiben offenbar giiltiy, wenn man
in ibnen f, z, u, v, # durch @, u, v, w, r ersetzt*). Wir wollen vou
thnen nur diejenigen anmerken, welche (17) und (19, analog sind,
ndmlich die Formeln:

s
(20) toulowiann) ""‘ﬂ\‘*vu 0F, i v
= cu ) -; o, ow,
und:
( @, (u; )
[Z8 SN s . - . -
(21) § 1 A A A 1 ’*"H(ﬂ @, v
- - Eaand ~
— ! U, : 14! .
= w Cuy Lbnm‘r‘ el 06 cy, Gabnﬁ«l
6”"‘}"7*’;; {05 0 )
- p . Cuy W, oy,
. [ ‘rtcpe:u,w, o ( bp e frfﬁ
TZ ploee, pr. - fe cc mpepeeat ?'anm_‘

[ . ‘~1/_1

. ey s e s JUU N . D)
{p=L2, ., m; =12, 7 sk e e B 2

Setzt man hierin fiir m und p: s und ¢, so erhilt man einen
Ausdruck fiir die in geschweiften Klammern stehende Grosse in der
rechten Seite von (18). Substituirt man diesen Ausdruck in {18, so0
liefert der erste Term derselben gerade diejenigen Glieder der Formel (16)
fir m - 1, welche in der Summe der rechten Seite von (18) hierzu
noch fehlen; die ubrigen Terme liefern auf Grund der Formel (16)

*, Vergl, des Verf. o, a. Abhandlung, 8. 52 u. 53.
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fir m und alle kleineren Zahlen gerade diejenige Summe, welche in
der aus (19) folgenden neuen Form der linken Seite von (18) neben:

1 EP L (flasw; )
) 50,00, v,

noch steht. Aus der Giiltigheit der Formel (16) fiir ein m und alle
Kleineren Zahlen folgt also diese selbe Formel fir m -4 1. Die voll-
stindige Ausrechnung glaubten wir hierbei dem Leser iiberlassen zu
diirfen,

Das Bestehen der Gleichungen (17) hat daher die Gleichungen
(16) fir jedes m und somit auch die fiir die Gruppeneigenschaft
charakteristischen Gleichungen (6) zur Folge. Dies ist aber nur be-
wiesen unter Voraussetzung der Gleichungen (20), welche ihrerseits
natiirlich wieder die Gleichungen (15) zur Folge haben. Das Problem
der Bestimmung einer Transformationsgruppe gestaltet sich also
folgendermassen, Sind gegeben die Functionen:

9,30
vy =~ = w,(%),

N,6=1,2,...,7)

(22)

die sogenannten Componenten der infinitesimalen Transformationen der
Parametergruppe, so erlauben die aus (20) folgenden Recursionsformeln
(21) die Functionen ¢,(u; v) nach Potenzen der v, zu entwickeln, alsc
die Parametergruppe zu bestimmen. Sind ferner gegeben die Func
tionen:

of e 0

23 a7 e fa=1,2,...,u
(23) f@, )

U, b=1,2,...,¢
die Componenden der infinitesimalen Transformationen der gesuchter
Gruppe, so erlauben die aus (17) folgenden Recursionsformeln (19
mit Hiilfe der nunmehr bekannten g, (u; v) die f;(z; %) nach Potenzer
der uy zu entwickeln, also die gesuchte Gruppe zu bestimmen. Selbst
verstandlich bedarf in gegebenem Falle die Convergenz der betreffen

den Reihen einer besonderen Untersuchung®). Wir erhalten also da
Resultat:

Satz 1. Soll die Schaar von Transformationen
Ty = fa(Tys Loy - ooy X Uy, Ugy - . -y Uy)
eine Gruppe bilden, soll also sein
fs (s w)s o) = fi(; @(u; ),

*) Vergl § 4. Einleitong und Auwerkung auf S. 177.
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so sind hierfir die nothwendigen und hinreichendew Be-
dingungen die, dass die Functionen f,(z; ) und @, (%; v)
den Differentialgleichungen gentigen :

- o (u;0) i
® o (p(s ) = X 0 at) =0,
=1
wnd: (‘I)b:"l,z,...,f)
419) £ (flayw) — DRI by =0

4—!J cu,
L -

=19
G337

und es ist die Gruppe durch die Functionen ES(z) und

@b (u), welche letzteren den Anfangsbedingungen: o°(0)=1

oder 0, je nachdem a == b oder q.%f\, geniigen, vollstandiy

bestimmd.*)

§ 2
Integrabilititsbedingungen der grundlegenden Differentialgleichungen.
Um das System (I) zu integriren setzten wir:

-«

. 1 g, (u; 0
) o) = u. et - e fe e O
(25) @o(u30) = u; + > mt oo, Go,, bt TN S

-l

{bi,f\......,ﬁ,,*sl,:*,_..,r}.

m "
Y

Wir werden so ans dem Systeme (I) zur Bestimmung der Coefficienten
dieser Reihe Gleichungen erhalten, welche, wie wir bewiesen haben,
den Recursionsformeln (21) dquivalent sind. Die Integrabiltits-
bedingungen des Systems (I) werden daher ausdriicken miissen, dass
diese Formeln einander nicht widersprechen, dass also die durch Ver-
tauschung von b,.; mit etwa b, aus (21) entstehende Formel den-
selben Werth des rechts stehenden (m-1)e® Diﬁ'erentia}quotienten
liefert. Wir erhalten so, wenn wir:

- c cwl(0) cwl(0)

(26) K

setzen, fiir m = 1 die Bedingungen:

r PR 5 b2 A

y owg' (u) y Omglu . Q)

27 > {_5"‘»* b (u) — e @% tﬂu}[ = E: wi(u)ey
b==1 {1

*} Vergl. Transf. Theorem 3, p. 33, welches sich frellich mit unserem Satz
pur theilweise deckt,
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Es lasst sich nun zeigen, dass dies zugleich die vollstindigen Inte.
grabilititsbedingungen des Systems (I) sind. Differentiiren wir nim.
lich dasselbe nach v,, multipliciren mit of(v) und summiren wir iiber
9, so erbalten wir das System:

> seb(pwin))
(28) 2 E(p(c(u;w) of (93 v))
g==1
3 { 2, (15 v) 9 (u v P (®)
DR awew o)} =0,
€D

welches das System (I) ersetzen kann. Denn bezeichnen wir die linke
Seite von (I) mit @b(u;v), so bat das System (28) die Form:

= b U v

> o) =05

b=1
weil die Determinante |@f: (v)| nicht identisch verschwindet, so folgt
hieraus, dass die g5(u; v) von den v, unabhingig sind. Da aber der
Definition der @$(u) und den Anfangsbedingungen gemiss g?(u; 0)
fir alle u. verschwindet, so folgt in der That aus dem System (28)
das System (I). Es war daher auch berechtigt, die Doppelsumme des
ersten Gliedes von (28) auf Grund von (I) durch eine einfache Summe
zu ersetzen.

Aus (28) werden sich nunmehr durch Coefficientenvergleichung
ebenfalls Gleichungen ergeben, die den Formeln (21) #quivalent sind.
Hierbei ist aber folgendes zu bemerken. Nehmen wir an, die Formeln
(21) seien fiir alle m von 1 bis } widerspruchslos erfiillt, so hat das
zur Folge, dass im Systeme (I) alle Glieder I'r und niederer Dimension
in den v, fortfallen, wihrend in (28) dann nur die Glieder (I— 1)<
und niederer Dimension verschwinden; umgekehrt wird das Fortfallen
dieser Glieder das Bestehen der Gleichungen (21) fiir alle m von 1 bis!
zur Folge haben. Um aber auszudriicken, dass diese Gleichungen einan-
der nicht widersprechen, brauchen wir nur die Bedingungen dafiir auf-
zusuchen, dass die Glieder (I — 1)*r und niederer Dimension auch in
denjenigen Gleichungen fortfallen, die aus (28) entstehen, wenn man

darin % mit b, vertauscht und das Resultat von (28) subtrahirt. Wir
erhalten so:

D e

‘dqa (us v)

=

*2 o {v) m%(‘v) omc ) b( )} G@a(u v) —0.

;b—l
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Auf Grund von (27) gehen djese Gleichungen tiber in:

2(* , 05w v) = 0.

[
Sind demmnach die Formeln (21) fiir alle m von 1 bis I widerspruchs-
los erfillt, so folgt hieraus, dass in den Gleichungen (29) alle Glieder
v und niederer Dimension in den ¢, herausfallen, es steher daher die
Gleichungen (21) auch fiir m =1+ 1 mit einander nicht im Wider-
spruch und konnen dagu dienen, auch die (I 4 2)' Differential-
quotienten zu bestimmen. Ks haben also in der That die Gleichungen
(27) alle aus den Formeln (21) sich ergebenden Integrabilititsbedingungen
des Systems (I) zur Folge.

Genan ebenso ergeben sich als die vollstindigen Integrabilitits-

bedingungen des Systems (1I) die Gleichungen:
. SRR S i

s § &k

Es muss aber hier noch einer Beschrinkung gedacht werden, der
die £3(«) unterworfen sind, sollen anders die aus (I) und (1I) sich
ergebenden Transformationen wirklich von » Parametern abhiingen.
Es Eisst sich nimlich Jdann leicht die Unméglichkeit davon einsehen,
dass zwischen den £)(x) Identititen von der Form:

v

LV
31) Dk
—_—1

ey

Ly o O

/

a==1,2,.. .
bestehen. Dies ist ja sicher nicht mpglich, falls wir &g(x) durch
©¢ (u) ersetzen, also dem a alle Werthe von 1 bis » geben, weil die
Determinante ! (w)| nicht identisch verschwindet, NSetzen wir daher:

(32) ;‘:S'; 1y @5 (1) = 6, (u),

so wiirde, falls wirklich die Identititen (31) bestinden, aus (I1) folgen,
dass auch:

" S f: Z:u .

(33) DI Gy =0,

c—1 h

Aus diesen den Gleichungen (4) ahnlichen Gleichungen wiirde aber
wie dort folgen, dass die fo(«;u) von weniger als r Parametern ab-
héngen.
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Dmgekehrt, wenn dies der Fall, miissen immer Identititen von
der Form (31) bestehen. Wiirden nimlich die durch die Systeme (I)
und (II) bestimmten Functionen fa(z; w) von weniger als » Parametern
abhiingen, so wiirde es unter den a. a. 0. erwihnten Functionen y, (u)
etwa m < r von einander unabhingige, 7 (%), 22 (%), - . -» ¥ (%), geben,
sodass nicht alle m-gliedrigen Determinanten der Matrix:

IROR (B=1,2,...,r)

Touy c=1,2,..,m

|

identisch verschwinden, wohl aber alle (m 4- 1)-gliedrigen Determi-
nanten der Matrix:

b=1,2,..,7

(c-———l,?,.-., m, m-}-l)’

Wenn Y41 (%) eine ganz beliebige der fibrigen Functionen %c(w). Seizen
wir daher:

0
(34) %O _

Oug c?

so wird es auch unter diesen Grossen I .7 (I < m) solche geben, dass
nicht alle I-gliedrigen Determinanten der Matrix:

e (C-‘-“anag,---, az)
! f)..—.:l,?,...,a,
verschwinden, wohl aber alle (I 4 1)-gliedrigen Determinanten der

Matrix:

il ebl (C=a1;a27"': aH-l)
noell Y :
b=1, 2, r

Wir werden daher 7(r — I) solche Grossen d? wihlen konnen, dass
die Determinante:

vy

e, e, L, e, dt L, d
I
35) € €y v m G a2 ... &,
By Gy G Ay e AL
nicht verschwindet. Bezeichnen wir dann mit a5 die ersten Unter-
determinanten derselben nach den Gliedern der letzten Verticalreihe,
so ist evident, dass diese die Gleichungen (31) befriedigen, Wissen
wir also, dass solche Identititen nicht bestehen kbnnen, so sind die
durch die Systeme (I) und (II) bestimmten Functionen f;(z; %) wirklich
von r Parametern abbingig.
‘Wir erhalten so den folgenden Satz:

Satz 2. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir,
dass die Componenten der infinitesimalen Transformationen
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@b (u) und E2(z) auf Grund der Systeme (1) und (1I) eine
r-gliedrige Gruppe von Transformationen bestimmen, sind

die, dass:

) _‘?{ CE 0 — 25 ey — G} =0
c 1 *
und:

dv) :E’{?giifx)gg:(a:;——— Egsf @ S?{w)} *Z’ @, =0
v=1 ¢ ¢
wo: . . l

) e

ferner @b==1 oder 0, je nachdem a =% oder a % b,
und wo die E(x) keine Identititen von der Form:

V1) D) avgi(z) = 0%
=
(a=1,2,..,%)
befriedigen diirfen.

§ 3.
Bestimmung der Componenten der infinitesimalen Transformationen der
Parametergruppe.

Wenn wir jetzt dazu ibergehen, das System (Ill) zu integriren,
so setzen wir natlirlich die Constanten ¢ , als gegeben voraus; die-
selben miissen dann zundchst den Bedingungen gentigen:

(36) G ="G

a ,at
Unsern Voraussetzungen gemiss werden wir nun ansetzen miissen:
¢ x
37 b (u) = 8 VL4
3% o (u) =08, + D - Ab g, Ul - e,
1

{‘:!7 Gy evm tm=1,2,..,, 7‘}
wo 0, =1 oder 0, je pachdem a =75 oder a 256 Hiernach er-
giebt sich aus (III) fir u = O:
(38) Co,o = Ao, — A5, 0,

*) Vergl. Transf. Theorem 24, p. 158.
**) Vergl. Transf. Theorem 8, p. 65,
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welche Gleichungen wegen (36) widerspruchslos sind; sie erlauben
offenbar von der 73 Grossen Ay, durch die —é— r(r—-l)-}-r) 7 Grossen
A}y, wo 5 < b, und die ch5, die iibrigen auvszudriicken.

Setzen wir nun idberhaupt die Reiben (37) in das System (III)
ein, so ergeben sich durch Coefficientenvergleichung folgende Be-
ziehungen:

,
b a a — ¢ Q
(39) Ab, 6,6, -5, — b, b6sby, = 2 b, 6 Ae b6,
e=1
r
1 a A¢
- 2 (’;M — i’) — ip! {Ab’ ‘.b"lmbcm-p—l b 6“7/:—1; mb“m~l
t—1
— A Ao o 0
b"‘b“ b‘"m-;m-‘l b, b‘1r¢—p bfm_.xf .
{p=1,‘2, e WM — 15 G, 0, e c,,,_1=2,3,...,m}

Hiernach ergeben sich z. B. fiir die drei Differenzen:
a a a a
Ap 6,655, — Abbbambyy  Aby, 06,8, ~ Aby, bbby by
a a
Ay, 66,6,6, — Ab,6,6,5,,

Ausdriicke durch die ¢ , und die Coefficienten niederer Ordnung der
wb(u), welche gestatten durch diese Grossen und einen der in diesen
Differenzen enthaltenen Coefficienten die beiden andern auszudriicken.
Es wird aber nun darauf ankommen, die Bedingungen dafiir aufzu-
stellen, dass jene drei Ausdriicke nicht mit einander im Widerspruche
stehen, d. h. dass auch die Summe der rechien Seiten derselben ver-
schwindet,

Fir m = 2 sind diese Bedingungen leicht zu finden; dann geht
némlich (39) dber in:

(40) 45,66, — Ai,ve, = 2 {ch,o iy, — A A+ A4 s}
Vertauscht man hierin %, b,, b, cyklisch mit einander und addirt die
drei so entstehenden Gleichungen zu einander, so ergiebt sich in
Ricksicht aut (38):
(41) 0= DMe o+ o Ge + o, e}
=1

Diese Bedingungen sind nun aber auch hinreichend, um das Bestehen
der analogen Identititen fiir jedes m zur Folge zu haben.

Um dies zu beweisen, formen wir das System (III) in ein anderes
um, welches dasselbe ersetzen kann. Wir differentiiren (III) nach w,
multipliciren mit () und summiren iiber b; dann erbalten wir:
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»
Sl (u) TR
@ ST oo - TN e cawu)}
= Liuw cw oyt b
b, YR
(,taq\u, col(u) cw (1) d] (u, ) L.
~—2{ LI o — S PR nay — P g L

Zuniichst ist leicht zu sehen, dass das System (42) das System (III)
ersetzen kann, Denn bezeichnet wan die linke Seite des letateren mit
7% ,,(4), so kdnnen wir (42) auch so schreiben:
- . 6!5‘ l\u)
#) > avw =0
d—1
Giebt man hierin dem b, alle Werthe von 1 bis », wihrend man b
und b, festhilt, so erhilt man ein System von r homogenen linearen
~a
Gleichungen fir die » Unbekannten 2}5‘»{?2, dessen Determinante
(3

m*h(u) nach Voraussetzung nicht identisch verschwindet, sodass die

%o, (%) von den u. unabhingig sein miissen. Setzen wir also voraus,
dass die Coefficienten der linearen Glieder in den wb(u) bereits den
Bedingungen (38) gemiiss gewiblt sind, so folgt auvs 73 b, (0) == 0, dass
in der That das System (42) das System (III) ersetzen kann,

Hier greift nun wieder die Bemerkung Platz, dass das Bestehen
der Gleichungen (39) fir alle m von 1 bis I zur Folge hat, dass in
den 73, (u) alle Glieder (} — 1) und niederer Dxmens:on fortfallen
Wahrend dadurch nur die Glieder (I — 2jr und niederer Dimension in
der linken Seite von (42) zum Verschwinden gebracht werden; um-
gekehrt hat das Verschwinden der letzteren das Bestehen der Glei-
chungen (39) fiir alle m von 1 bis ! zur Folge. Wollen wir daher
zum Ausdruck bringen, dass die Gleichungen (39) fur m =1 -4~ 1 ein-
ander nicht widersprechen, so haben wir die Bedingungen dafiir auf-
zustellen, dass die Glieder (I — 1)*r und niederer Dimension in den-
jenigen Gleichungen fortfallen, die aus (42) entstehen, wenn man
in thnen b, b,, b, cyklisch vertapscht und die Resultate zu (42) addirt.
Wir erhalten so aus (42) auf Grund von (41):

(44) 2 { G‘Z’au(u) g‘ w?('a} ~{'— (’b. b, Tl 138 )} p— O'
c

(=1
Hieraus geht hervor, dass das Bestehen der Gleichungen (39) fiir alle
m von 1 bis I das Verschwinden aller Glieder (I — 1)% und niederer
Dimension aus diesen Bedingungsgleichungen zur Folge bhat, sodass
die Gleichungen (39) einander auch fiir m =14 1 nicht wider-
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sprechen, die Grossen A4 s,s,..,, also ihnen entsprechend gewihlt
werden konnen. Hierdurch ist bewiesen, dass dic Gleichungen (41)
die vollstindigen Integrabilititsbedingungen des Systems (I1I) bilden.

Ehe wir nun dazu iibergehen, die der Natur der Sache nach noch
anbestimmten Coefficienten in den Entwickelungen fiir die @®(w) durch
geeignete Festsetzungen zn bestimmen, miissen wir eine wichtige Be-
merkung machen fiber die Ableitung aller Lisungssysteme von (III)
aus einem derselben. Fihren wir in die Parametergruppe u; = ¢, (u; v)
neue Verinderliche mit Hilfe der Gleichungen:

(45) Sq = Ga (u), U, = G, (3)
ein, wo g,(0)=0 und 0%“5:) = 0,5 sein mag, so geht dieselbe
iiber in:
(46) 5= 0:(9 (60 6©)) = balss 0,
es wird also:
. 9, (s 0) 09, ()
(47) 88(e) = e = D) wh(u),
=1
und:
B0 2820
(48) 220 _ %0 _ 4,

381, - 385
es sind also, wenn die @®(u) Losungen des Systems (III) sind, auch

29.(G®)
— 206G, (s)

man sich auch leicht direct und unabhiingig von der Definition dieser
Functionen als Componenten infinitesimaler Transformationen einer
Parametergruppe iiberzeugen kann. Man sieht aber auch umgekehrt,
dass, sobald irgend ein Losungssystem wf(«) von (III) gefunden ist,

jedes andere 99(s) auf die obige Art aus ihm abgeleitet werden kann.

Wir brauchen, um dies einzusehen, nur zu beweisen, dass die Inte-
grabilitdtsbedingungen des Systems (47) fiir die Functionen g,(u) unter
den gemachten Voraussetzungen erfiillt sind. Dieser Beweis kann
genau so gefithrt werden wie bei den Systemen (I) und (IHI); die
Integrabilititsbedingungen bestehen eben hier darin, dass die @%(w)
und #(s) je Losungssysteme des Systems (III) sind. Es diirfte iiber-
fliissig sein, dies zum dritten Male auszufithren. Ebensowenig brauchen
wir besonders zu beweisen, dass die g,(«) den Gleichungen (47) gemiss
nunmehr als Potenzreihen, die in der Nihe des Nullpunktes con-
vergiren, bestimmt werden konnen, falls die ®8(x) und 9%(s) als

r
die Functionen 2

wb (G(s)) Losungen desselben, wovon
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solche Potenzrethen gegeben sind. Es geniigt daraof hinzuweisen,
dass die Gleichupgen (47) auf die Form:

09, (%)

(49) = =D 92 e (w),

pe1

gebracht werden kénnen, wo auch die «(u) Potenzreihen sind, die
in der Nihe des Nullpunktes convergiren, und dass daber auf Grund
dieser Gleichungen jeder Coefficient von g,(u) als ganze, ganzzahlige
Fuanction der Coefficienten niederer Dimension und der Coefficienten
der 9%(s) und der «®(u) ausgedriickt werden kann.¥)

Hierdurch ist also bewiesen, dass es geniigt, irgend ein Losungs.
system des Systems (III) aufzustellen. Wir finden ein solches, wenn
wir den Formeln (39) die folgenden Bedingungen hinzufiigen:

(B0) A3, b,1a5y F Abybyby by b T Aby byt b0, <t Ao, 05 b,y =0
In der That sind ja durch die Formeln (39) von den m + 1 Gliedern
dieser Summe m etwa durch das erste bestimmt, sodass das Hinzu-
treten der Bedingung (30) geniigen wiirde, um diese m 4 1 Coeffi-
cienten durch die niederer Ordnung ausdriicken zu konnen. Es frigt
sich nur, ob wir hierdurch convergente Reihen fir die w®(u) erhalten.
Um dies einzusehen, miissen wir genauer auf die Bestimmung der
Coefficienten eingehen.

Vertauscht man in (39) b, der Reihe nach mit b,, b,,..., b, und
addirt die so entstehenden Gleichungen zu (39), so folgt auf Grund
von (50):

,
T 1 . s
(51) (m 4+ 1) Ap, 5,50, = 2 T a]T oot ¥ -
{e, 00y tm=1,2,..,m}

r
<Y 1 i
— ' - AL A w b
2 (m—p,! p! 60, b b‘m —~p b, b‘m»-p»rl b“.m

1 -=i
p=1,2,...,m—1; }
GoCry vombn=1,2,..., m

Nun ergiebt sich zuniichst aus (38) in Riicksicht auf (30) fir m == 1:

‘m

- @ 1 g
(82) Aoe, =, G5
Ferner folgt aus (31) fur m = 2:
r
- 1 .
(33) 666 =13 Z {40 G T 4%,
=1

¥ Vergl. S. v. Kowalevsky, zur Theorie der partiellen Differential-
gleichungen, Journ. £ r, u. a. M. Bd. 80, S.1ff. und etwa Biermann, Theorie
der analytischen Functionen, Leipzig, Teubner 1887, 8. 244 i,

Mathematische Avnalen. XXXV. 12
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Allgemein ergiebt sich:
: b,
= a D, D2 m—1 . a
(54) b bsbp = 4u Z Co,8c,  Conly,» =+ Oopppibe, ;" Coy b >
By Day - Dy =1
{C], Cl, .o oy Cm=1,2, DEPERTY m}

wo die 4, gewisse rationale Zahlen. Nehmen wir in der That an,
diese Formel sei richtig fir m=1,2, ..., 1—1, so werden wir
zeigen, dass sich 1, immer so bestimmen lésst, dass sie auch fiir
m = 1 erfiillt ist. Es wiirde dann nimlich sein:

r
- 1 1 a ¢ o
(25) 2 d—pt ot At’btlﬁfzmbcl‘? 4, beyptr ™y
¢==1
{C*, Cas w0 oy C1=1,2, .y Z}
J—p~—1

=== ;‘“1‘ 3.1, 2 c§§ b, Cg:, b, + - Cigp__l, b"p cgbcp—{-l c?ei 5Cp+2. . 'cle’z—p——% hfz—~1 ’ cﬁ‘l—p-lv bc;'
By Doyt D 2 6 Bap s g =1
{ty €y v a=1,2,..., Z}
Bedenken wir nun, dass 4, = — —;—, und dass in Folge dessen die
Summe der Ausdriicke rechts fir p =1 und 7 — 1 gleich wird der
anf der rechten Seite von (51) stehenden ersten Summe, so folgt aus
(51), dass Formel (54) auch fir m =1 erfiillt ist, wenn wir setzen:
(36) (4 1) k= — (ahis Ayhis + -+ - + hsdy).
Dies wiirde nur fiir { =3 nicht richtig sein, weil dann ! — 2 =1,
vielmehr ist 4, =0, und es verschwindet daher i, immer, sobald !
eine ungerade Zahl. Wir erhalten daber zur Berechnung der 1., die
Recursionsformel:
(57) (22 + 1) lgq = (}»2 }.gq._z + 3.41;2?_4 + LR + lzq-zlz).
= 1 . 1
Da nach (33) 4,= <3 S0 finden wir so: hy=—5 %= 5w
Es scheint kein einfaches Gesetz zu sein, nach dem die Az, fort-
schreiten, jedenfalls aber sehen wir so viel, dass:

(58) ide,) < 235
depn nehmen wir an, diese Formel sei fir ¢=1,2, .., m —1
ricktig, so folgt aus (57), dass:
(59) @m + 1) |Aem] < (m — 1) 27,
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Nunmehr ist die Convergenz der fiir die ©b (u) aufgestellien Reihen
leicht zu beweisen. Liegen niimlich alle |¢; | unterhalb der positiven
Grasse g, so folgt aus (37), (54) und (58), dass:

u.8. W,
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-
EHOESE e e PRI USRI
ma=l
{00 S be=1,2, ., )

=14+ 2D Gl o+ oy

w3

demnach convergirt die Reihe (38) sicher, so lange:

(61)
Wir

, 1
w4 w4 < o
kinnen jetzt das folgende Resultat aussprechen:

Satz 3. Sobald die Grossen & , die Bedingungen:

r
(¥11) 2 A e s bt o dhh =0

[
erfillen, lassen sich in der Nihe des Nullpunkles com-
vergente Polenzreihen wb(u) aufstellen®), welche die Diffe-
rentialgleiclhungen (111) befriedigen, und zwar kann jedes
Lisungssystem 9%(s) aus einer canowischen Form o} (u)
desselben dadurch abgeleitet werden, dass man setzt:

r .
. 9w
)= "B @b,
L

wo die 8, = g.{u) solche in der Nihe des Nullpunkics con-
vergente Potenzreihen, dass g,(0) =0 und — dg“ (fi} =0,
b

Die Reihen fir die canowische Form sind :

(VII, @8 (u)= ﬂb+2~«‘-cg T = T Ut Uy ey

dm—trbe, y Cme—1r B,

-1
‘bﬁb'z;'-'; Ommi==1,2, ..., 75 b, by, ...y 5,,,MI,2,...,1‘}
{ Uy Cayoen me= 1,2, ., m
wo:
= —r, ly=-l, 4 0
155 7 A Ty Mg B
und:

R+ by = — (hdeyst A dags + -+ + doyosdy).
Die Gleichungen (V1) sind zugleich die nothwendigen
und hinreichenden Bedingungen fir Inteyrabilitit des
Systems (HI).

*; Vergl. den ohne Beweis aufgestellien Satz I im 17. Capitel von Trapsf,

8. 297,

12*
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§ 4.
Ueber die eingliedrigen Untergruppen.

Im zweiten Paragraphen haben wir bewiesen, dass die Functionen
£ (x) und wb(u), sobald sie die Differentialgleichungen (III) und (IV) be-
friedigen, anf Grund der Systeme (I) und (II) oder der mit ihnen
aquivalenten Recursionsformeln (21) und (19) eine r-gliedrige Trans-
formationsgruppe bestimmen., Es bedarf kaum des Hinweises, dass
hierdurch die Funectionen g@,(%;0) und fi(x; ) als in der Nihe des
Nullpunktes convergente Potenzreihen bestimmt sind, sobald die 6(u)
und £ (u) als solche gegeben sind. Es wird auch hier die Bemerkung
geniigen, dass auf Grund der Differentialgleichungen (I) und (II) die
Coefficienten der Potenzreihen fiir @q(u;») und fi(z; w) als ganze,
ganzzahlige Functionen der Coefficienten niederer Ordnung und der-
jenigen der of(w) und £2(w) gegeben sind; das lehren ja auch die
Recursionsformeln.

Nach Satz 3 bestimmt daher im Besonderen jedes System von
Constanten ¢ , , welche die Bedingungen (VII) erfiillen, eine Parameter-
gruppe u; = @a(u; v), welche alle die im ersten Paragraphen auf-
gestellten Gesetze erfiillt; wir denken uns diese in ihrer canonischen
Form gegeben, d. h. nehmen die Componenten ?(u) ihrer infini-
tesimalen Transformationen in der Form (VIIl) an. Nun gehort zu
jeder Parametergruppe eine ihr reciproke Gruppe v, = @ (u;); die
Componenten der infinitesimalen Transformationen derselben:

(62 R(o) =220

a’llfb
stehen in einer bemerkenswerthen Beziehung zu den w®(v). Differen-

tiiren wir ndmlich Gleichung (I) nach u, und setzen dann w, =0,
so folgt:

B ELAS) o
6 DR e~ TEY ) — o

=1

Hieraus folgt zuniichst:
ang0) 2030
oo 0w,

(64)

Bezeichnet man also die Coefficienten der Entwickelung von 7?(v) mit
B 6,6,..6,,, SO ist:
<65) ‘Bgub = Ag, bio

*) Vergl. die von Herrn Engel herrithrende Bemerkung in Transf S. 429.
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und es ergiebt sich iiberbaupt aus (63) durch Coefficientenvergleichung
die der Gleichung (39) dhunliche Gleichung:

(66) A, BBy by, T Db bbby,

r
1 N a oy
+2 (m—p— 1t p {A”‘“’u“‘fw-g»xb“’* Y Pt
==
»
- ])m,cb(l .,b‘."wpn_x Af:, b‘m-—}a"'b"m—)} == Q.
=12, .., m—1; ¢ 0, o G =2,3, ..., m}

Sind nun die @f(u) in ihrer canonischen Form gegeben, sind also die
Bedingungen (50) erfiillt, so gelten hiernach auch die Gleichungen:

(67) B;,biﬁ-;...nm + Bg,,b,b,...bmb + L)g,(,.bb,.u Mg = 0.

Denn dieselben sind erfiillt fiir m == 1; nehmen wir also an, sie seien
fir m=1,2,...,1—1 erfullt, so folgt aus (66), wenn wir in
dieser Gleichung die Indices b, b,, ., . . ., b, auf alle mdgliche Weise
mit einander vertauschen ynd die Hesultate dieser Vertauschung zu
(66) addiren, dass Gleichung (67) guch fir m==10 erfillt ist. Es
werden sich demnach nach (64) die By p,,...5,, ebenso aus den ¢, zu-
sammensetzen, wie die Aj s,p,...0,, aus den ¢ o, oder es ist, weil diese
Coefficienten fiir jedes ungerade m > 1 verschwinden, fiir m > 1

(68) By o, bt = Ap,b,5b,
also:
(69) 3 (W) — ) = DVt u

{1
Wir erhalten daher den Satz:
Satz 4. Zwischen den Componenten der infinitesimalen Trans-
formationen, wt(w), der Parametorgruppe v, = @,(4; v}
und denen, 18(w), threr reciproken Gruppe v; == pa(u; v)
besteht, sobald diesclben in ihyer canowischen Form vor-
gelegt sind, die DBezichung:
@b (u) — b (u) :——2 €U
P |
Von besonderem Interesse ist es aber, zu untersuchen, wie sich
die Recursionsformeln (19) gestalten, wenn dig Parametergruppe in
ihrer canonischen Form vorliegt. Nun ist doch:
( "9, (0:0) )
O\~ T,

(70) — == B bty




182 Frieprica ScHUR.

Vertauschen wir daher in (19) die Indices b, b,, ..., buj: auf alle
mbgliche Weise mit einander und addiren die Resultate zu (19), so
ergiebt sich wegen (67):

" f, (2 0)

& 7, (3 0) 1 T\ P 0%, O, ) b

(M) oy o, .. o, " g mt Er S
{C“Ca_;, ey Cm+1-1,2, sy m+ 1}

Handelt es sich um eine eingliedrige Gruppe, so ist diese Formel eine

unmittelbare Folge aus der Gleichung:

B (flas w),

in welche die grundlegende Dlﬂ'erentxa.lglelchung (L) fiir r==1 iibergeht.
Setzen wir nun:

(72)

(13) 2 £ (2) e = Ea(5 )
=1
und bezeichnen mit -, ) (23 u) die Summe der Glieder mter Dimension

in der Entwickelung von fq(x;u), so folgt aus (71):
(m)
) o sy = D P gy

=1

Setzt man daher w, = a,f, so ergeben sich die Functionen f,(x; at)’
aus den Differentialgleichungen:
af,(z; at)

(15) oD — gl at); a)-

Dies besagt offenbar, dass die den unendlich vielen Werthen von ¢
entsprechenden Parametersysteme wu, = @, in unserer r-gliedrigen
Gruppe Transformationen bestimmen, die ihrerseits eine eingliedrige
Untergruppe jener bilden. Wir kinnen dies auch ganz direct ein-
sehen. Aus Formel (VIII) folgt niimlich:

(76) E cog (u) up = ug;
b=1
dasselbe folgt auch aus (37) und (50). Hieraus folgt:

. amb(u)
(77) 2 a:‘t Up == 6a,c - mg(“)-
b=1
Nun ist doch nach (74):
- . \ )
& 720 = 3 25 oy,

G, e==1
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also wird nach (76) nund (77):

(719) ¢ u) =0

und in Folge dessen nach (74) allgemein @™ (u; u) = 0. Hieraus
folgt aber, dass;

(80) galat, at’y=a,(t + ),

wodurch unsere Behauptung ganz direct bewiesen ist; ist ¢’ = — ¢,
so ergiebt die Aufeinanderfolge dieser beiden Transformatiomen die
Identitat, oder die eine ist die Umkehrung der andern. Wir haben
nunmehr den folgenden Satz bewiesen:

Satz 5. Ist die Parametergruppe einer r-gliedrigen Transfor-
mationsgruppe auf ihre canomische Form gebracht, so
bilden alle diejenigen Transformationen derselben, deren
Parameter u; = a,t man den unendlich vielen Werthen
von t entsprechend erhilt, eine eingliedrige Uniergruppe,
d. h. es ist g.(at,at’) = a.(t + t'). Dic Gruppe selbst
hat dann die Form

(1X).. fales ) = 2, +2f§”" (&5 %),

wo: *‘

(Xy 1 w) :;Z’ Ea (@) ue,

undl : !

(Xf) ff”‘—r”(:c; w) == _é’ C.’i‘f”(:;’ u) ff“ Zu.
p==1 *

Sind umgekehrt die £2(x) als in der Néke des Nullpunktes
convergente Potensreihen gegeben, welehe den Bedingungen
des Satzes 2 geniigen, so sind die sich aus (1X) ergebenden
Functionen fi(x; u) ebenfalls in der Nile des Nullpunkics
convergente Potenzreihen, welche eine 7 -gliedrige Trans-
formationsgruppe darstellen, deren Transformationen sich
2u je zweien als inverse ordnen®).

§ 5.
Ansatz zur Bestimmung aller Untergruppen.
Es wird nunmehr die Frage nahe liegen nach allen Untergruppen

einer gegebenen Gruppe, die Frage also, ob es in der r-fachen
Mannigfaltigkeit der Parameter derselben solche p-fache Untermannig-

*} Vergl. Transf. Theorem 24, p. 158.
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faltigkeiten geben kann, dass die je zwei Ste?llen derselben ent-
sprechenden Transformationen eine Transformation ergeben, deren
Parameter einer Stelle derselben Untermannigfaltigkeit zugehdren. Wir
denken uns diese Mannigfaltigkeit gegeben in der Form:
(81) g = Aoy, Loy - - o),

@=1,2,..,7)
wo wir im Besonderen noch annehmen wollen, dass dieselbe den Null-
punkt enthalte, dass also etwa: a (0)==0; wir werden spiter einsehen,
bis zu welchem Grade diese Annahme nothwendig ist*). Gehort nun
zwei Stellen £, und s, dieser Mannigfaltigkeit unserer Voraussetzung
gemiss die Stelle ;' = #;(f; s) zu, so muss sein:

(82) Qa (” 4 3)) = Qa (“ ®);a (3)) .

Ehe wir darauf eingehen, hieraus die Functionen x(¢; 5) zu bestimmen,
bemerken wir, dass dieselben jedenfalls wieder eine Parametergruppe
bestimmen. Aus:

) 0u(o (e a); a(@) = 9 (a5 9 (a); a(@))
folgt nimlich:

(84) @ (a (25 9);5 a(a)) = @ (a (®); a(x(s; q))),
oder:

(85) ao (x (¢ 9)3 0)) = @ (= (15 %G55 0) )

also, wenn anders die g,(?) wirklich von p Verinderlichen abhingen
sollen:

(86) uo (% (5 5); 4) = (85 %(s5 9)).

Um nun die Componenten der infinitesimalen Transformationen dieser
p-gliedrigen Parametergruppe zu finden, differentiiren wir (82) nach
$p; wir erhalten so:

2y ¢ tis) Gu.(t; Ny sals) b
@87 2 Cag (x( s) on.(t;8) =2_aﬂ‘ﬂ(a(t), a(a_)l _?‘fc(f')_

peon 0% 5 8) 05 -~ da.(s) 0s;

Setzen wir daher:

N 0a,(0)

: i — b
(38) s ab,
und

2 Eﬁa (250)] b
(39) 2580 _ o,

¥) Vergl. § 7.
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so folgt:
¥ . r
(90) D20 20 = atag(aw).

¢t
c==l ¢ =1

Differentiirt man diese Gleichuag nach f,, so folgt:
13 r
Y [Fagn o,y o)) , 2w (a(®) da (V)
o1 Z { ct ity i (8) + e ey, | ‘”2 & Teauty T et
= {y e

Setzt man daher:

~ b LY

ch G it 0y
(92) 4—»\‘1(“» — w‘t =7

¢ty o 2

so folgt hieraus:

2y r
(93) > & vy, = ;'j ata a ..

—— g

1 Ge—1

I

Sollen die y; , bierdurch bestimmt sein, so diirfen offenbar uicht alle
Determinanten p' Ordnung der Matrix af verschwinden; dies folgt
auch schon aus (90), weil sonst, da ja sicher nicht alle Determinanten
p' Ordnung der Matyix:

18a, (1)

Oty
identisch verschwinden diirfen, zwischen den Componenten der infini-
tesimalen Trausformationen der Untergruppe Relationen von der Form
(VI) bestehen wiirden, dieselbe also weniger als p-gliedrig wire. Wir
Lkonnen daher die Matrix 3 a§l§ zu einer nicht verschwindenden Deter-
minante 7 Ordoung [a?, erginzen und dann durch die Gleichungen:
(94) = s,

b=1

die neuen Parameter s, einfithren, Sind die Parameter u, so gewihlt,
dass die Componenten der infinitesimalen Transformationen o®(u) in
ihrer canonischen Form erscheinen, so gilt dasselbe von den trans-
formirten Componenten uf(s); denn zwischen ihnen besteht die (90)
analoge Gleichung:

ave
—1 €1

(95) > aur(s) =) at @ (w);

multiplicirt man dieselben mit s, und summirt Giber b, so ergiebt sich
auch fiir die pb(s) die fiir die canonische Form charakteristische Glei-

chung (76). Aber die Grossen ¢, , gehen uunmehr in andere 7, , Gber
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auf Grund der Gleichungen, die man aus (93) erhilt, wenn man auf
der linken Seite die Summe von 1 bis # nimmt. Wir werden daher
jede Verwandlung der Parameter einer Transformationsgruppe dadurch
bewerkstelligen konnen, dass wir erstens eine solche wie (45) aus-
fihren, welche die ¢ , nicht indert, und zweitens eine homogene
lineare Transformation, welche die canonische Form bestehen lisst.
Ist nun in diesen neuen Parametern die der Untergruppe ent-
sprechende Mannigfaltigkeit in der Form: s; = b.(f) gegeben, so ist

offenbar:
0b,(0) P
—ET == 0q,b-

Wir konnen daher die Parameter von vornherein so gewihlt denken,
dass af = d,5, wodurch die Gleichungen (93) in die folgenden iiber-

gehen:

(96) 78 y==¢ ,, wenn a,b,d < p, und: O=¢ ,, wenn 5,5 p, a>p.
Hieraus sieht man, dass die y2,=¢f , wirklich den Bedingungen
(VIL) geniigen, wenn man in ihnen nur bis p summirt, dass also die
7¢ , Wirklich die Zusammensetzung einer p-gliedrigen Gruppe bilden.
Denkt man sich ferner sowohl e(u) wie 4%(f) in ihrer canonischen
Form, so ergiebt sich aus (IIl) leicht, dass:

(25(t) = @Sty tay - o Boy 0, oy O)

| (2,5 < p)
;0=d@Jp“q%0P“mx
¢ (@a>p, 5<p)

denn haben die Indices b,, b,, ..., b, nur die Zahlen von 1 bis p zu
durchlaufen, so fallen von selbst diejenigen Glieder fort, fiir welche
Byy Doy« v Dp—y einen der Werthe p 4+ 1, p+ 2, ..., 7 hat. Hieraus
ergiebt sich auf Grund des Satzes 5, dass:

%t 8) = @altiy - %, 0,..5,05 850 8,0,...,0)

< p)
(98) {und: ‘ R
O= @, utp 0,..0505 5,..058,0,...,0).
(a>p)

Daraus folgt, dass a@q(f) ==1%,, wenn a <p, und =0, wenn a > 2.
In dem zuerst angenommenen allgemeinen Falle sind daher die a,(?)
homogene lineare Functionen, deren Coefficienten a° den Bedingungen
zu geniigen haben, die sich aus (93) ergeben; dieselben stellen sich
dar in der Form einer Reihe von Determinanten, die von den 9§,

frei sind, sodass das Problem der Bestimmung aller Untergruppen
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einer gegebenen Gruppe auf algebraische Untersuchungen hinaus-
kommt*). Aus (98) geht noch hervor, dass jedem solchen Systeme
von Coefficienten o° wirklich eine Untergruppe der gegebenen Gruppe
entspricht.
Wir erhalten daher das Resultat:
Satz 6. Ist die Paramelergruppe einer Transformationsgruppe in
ihrer canonischen Form vorgelegt, so erhdlt map alle
pgliedrigen Untergruppen derselben, wenn man:

P
U, == E a’t}‘t‘3

b1

setet, wo die ab so zu wihlen sind, dass dic Gleichungen:

¥ r
- 7 [} .
(X11) Dan. =2 aaq,
D 1 B, tomd

Bye=1,2,...,p)
durch geeignete y} . befriedigt werden kinnen.

§ 6.
3
Bestimmung der Componenten der infinitesimalen Transformationen aller
tramsitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung.

Unter einer trapsitiven Gruppe versiehen wir eine solche, welche
einen Punkt allgemeiner Lage in jeden benachbarten éiberfihrt, woraus
folgt, dass dann n <7 sein muss. Ist der Punkt z, = O ein solcher
Punkt allgemeiner Lage, so folgt weiter, dass nicht alle n-gliedrigen
Determinanten der Matrix:

£(0)
verschwinden diirfen. Hieraus folgt, dass man immer solche Parameter
einfithren kann, dass:
(99) £ (0) = .
Fiihren wir namlich die nenen Parameter durch die Gleichungen (94)
ein, so gehen die £(z) dber in:

(100) ( of:-: W )= g £ (0) db.

Setzen wir daher £2(0) =12, so ergeben sich fir die af die Be-
dingungen:

*; 8. Transf. Theorem 33, S. 210.
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- X a=1,2,...,n
(101) gbﬁafb:da,c’ (C=1,2,..~;T)

welche unter der oben gemachten Voraussetzung stets erfiillt werden
konnen; nehmen wir z. B. an, dass die Determinante

|8 (a,0=1,2,...,m)

von Null verschieden ist, so konnen wir die Grossen a$, wo ¢=1,2,....»
und b=n-+1, n+2,...,7r, noch insoweit willkiirlich annehmen,
dass nicht alle (» —2)-gliedrigen Determinanten der betreffenden Matrix
ias|| verschwinden, und es werden dann die dibrigen af dadurch so
bestimmt sein, dass die Determinante des Systems (94) nicht ver-
schwindet. Denn resultirte eine verschwindende Determinante ]a;], 80
miissten entweder alle 5} oder alle 8, verschwinden, was ausgeschlossen.
Wir konnen uns daher die Parameter immer so gewshlt denken, dass
die Gleichungen (99) erfiillt sind.

Soll nunmehr die Zusammensetzung unserer Gruppe, d. b. sollen
die Grossen ¢, gegeben sein, so folgt aus den Differentialglei-

chungen (IV):

OO (@ B, 5, <)
== - = » V)V > H]

by, b oxy, o0z,

(102) 2E2 (0
%, b, == ~'g*?a:;;~ (@, 6 <n, by > ),
6.5, =0. (@ nb b, >n).

Die letzten Gleichungen besagen offenbar, dass unsere Gruppe eine
(r—n)-gliedrige Untergruppe enthalten muss. Enthilt umgekehrt die
Gruppe eine (r — n)-gliedrige Untergruppe, so miissen sich nach
dem letzten Paragraphen die ¢4, lmmer in eine solche Form setzen
lassen, dass 65 =0, falls a<n und b,5; > u; die aus den Glei-

chungen (XII) durch Ausdehnung der Summation tber 5 von 1 bis 7
entstehenden Gleichungen dienen dazu.

Um nun das System (IV) zu integriren, setzen wir wieder:

(108)  E(@) = oo+ D2 Chun,, o,s, - - - By

a=1

{bl)Bﬁi "')Bm: 1,2,...,7&}

dann ergiebt sich zundichst:
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& s a
(104) {Cb‘ n= Go=de (358 <)
& " "
Gy, b, = ¢, p- 2,0, <#u,0 > %)
Ferner:
r
- " Q N7 £
(105) L } .0 G,
{==1
— . ’G <
Z\m—-p-1 p! {C”"sf»"'b\'m_p..x Cb“bc,,‘,_},“"’em__,

=1
"
sl e,

¢
. ; 3
Cmpmepm 1 b bcm._!, Bepgf ?
= R . N . HE
{17 == }> oy s oey W 13 CivCay o v oy St 32, 3, PRPERN dﬂ}

wenn b <%, und:

z 2’ < 3
(106) Cb,h;b::"‘b"‘ === Cb“ b C;,ﬁ,b,‘--bw
(=1

e X
21 m——p 1) })'1 b'Cb ‘m —p~—1 Cb“bcm‘—jl”‘b‘m~l
C—

G \

e 600, oy Cbib b, b

— “ , C e 9 .
p=Lz .. ,m—=1; 0,0, e =2,3,..., m}

wenn b > %, endlich:

r

2 Y ¢ a
(107) "Z‘“b(*x‘,ihb."'b,,‘
C=gmi1
%
= E’_ 1 ___ {0 G
n (p—p-—1)! p! by cbe, o b‘m—--p-}. b"bcm-vp b‘m-—l
o=
—C¢ o - g !
bus ¢by b"m-~p~i cb'b‘m’p L‘m—} I

{P= L2, o,m—15 0,0, Ga=23,..., m}

wenn § und b, > n Es lisst sich nun genau wie im dritten Para-
graphen zeigen, dass die Gleichungen (VII) die nothwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir das widerspruchslose Bestehen dieser
Gleichungen sind. Bezeichnet map nimlich mit vg‘b‘(:c) die linke Seite
von (IV), so ergeben sich als solche Bedingungen wieder die, dass die
Gleichungen:

IR
(108) 2 = Ly (a )+2¢M v (2) =0
c==1 c=1

identisch befriedigt sind, und zwar hat das Verschwinden der Coef-
ficienten aller Glieder (!— 2y und niederer Dimension das wider-
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spruchslose Bestehen der Gleichungen (105) bis (107) fiir alle m von
1 bis I zur Folge, und umgekehrt. Da man aber dann die Coois, -5,

so bestimmen kann, dass in (IV) die Coefficienten aller Glieder (J— 1yter
und niederer Dimension verschwinden, so gilt dasselbe fiir die Glei-
chungen (108), also bestehen die Gleichungen (105) bis (107) auch
widerspruchslos fiir m =17+ 1.

Nimmt man in der That an, man kenne alle Cg4,,...5,, wenn m

alle Werthe von 1 bis I hat, so lehren die Gleichungen (106) diese
selben Grossen fiir m = {4 1 und b > % kennen, wihrend die Glei-
chungen (105) die Differenzen derselben fiir m =1+ 1 und 6 <»

liefern.
Diese Grossen werden also wiederum vollstindig bekannt sein,

wenn wir noch festsetzen, dass:
(109) Cf,z,,g,,...f,m-{—Cﬁm,bb,...bm_l—i—---+C§hbﬁbs...5mf, = 0. (Bgn)

Wir erhalten dann wieder die folgenden Recursionsformeln:

‘m

(110) A1)ty = ) sy G Pt o

=1

{cl,c2,...,cm=l,2,...,m}

n
1 a .
Z; WP)SP! Cc, b&[’cz'”bcm—j, Cb’b':m—-p—}-l"'bcm’
o=
{p=1,2,..,m—1; G Coyevstn=1,2,....m}

wenn b < », und:

-
a _ 1 ¢ a
(111) mCob,5,-,5,,= E, m—ir cbc‘,bor,bc26cz~--bcm

=1
{Cl’ C?, . ..,szl, 2, . ey m}

_____ E’ .y c* 5 s
&~ m—plp! &0 ey By 0 By e
{p=1,2,...,m—1; s bayeeeym=1,2,...,m}

wenn b > #. Hieraus lassen sich die Coefficienten Cjy,s,...5, voll-
stindig bestimmen. Man findet so:

1
(112) Coo=-¢i,5 oder = 4,

je nachdem 5 < # oder > u; ferner:

”

r
1 < 1
(W3) Gope=5 2 (s o+ chn el ) + ry 2, (chuvu €6 i b5 )
o==n-41

£==1
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wenn b < %, und:

(114) (7§,b.bg=%2(0§,b, Gt dudy),
=l

wenn b > n. Man erhilt so den Formeln (54) durchaus gleich-
gebildete Ausdriicke fiir die Cy,g,p,...5,, mit dem einzigen Unterschiede,
dass die dort stehende einzige Summe durch mehrere mit verschiedenen
Coefficienten 4, behaftete Summen zo ersetzen ist, die sich ihrerseits
von einander dadurch unterscheiden, dass in den verschiedenen Sum-
men iber einige der Indices b, b, ..., du—i von 1 his » iber die
andern von # 4 1 bis » zu summiren ist. Die vollstindige Ent-
wickelung dieser Ausdriicke ist zu complicirt, als dass sie mehr liefern
konnte als die Recursionsformeln (110) und (111). Wir verzichten
daher auf diese Entwickelung, zumal wir die Convergenz unserer
Reihe auch ohne dieselbe beweisen konnen.

Ersetzen wir nimlich die Grossen ¢} wigder durch die positive
Grosse g, wo '¢i . < g, so ist leicht zu sehen, dass fiir m =1 und 2:
(115) ’01:5152...51” S g’"r"‘"lml,f
Nehmen wir daher an, diese Ungleichung sei fiir alle m von 1 bis
1 — 1 bewiesen, so folgt aus (110) fir b <=

(116)  Co5,8,--5, < Z—_;_~ig‘r““ (l(lwl)!-{—l, =D+ d—228
+ 15,0334l 21 (1 2)!
+ L (- 1Y),
wo I, Iy, - .., 41 die Binomialcoefficienten; dieselbe Formel erhalt
man aus (111) fir b > =, nur dass rechts der Nenner [ steht. Es

gilt also die Ungleichung (115) auch fiir m = I Hieraus folgt
wiederum, dass:

A7) (B @) <14+ g & F ot im0 )
m=}

sodass unsere Reihen sicher convergiren, so lange:
1
(118) Zyl L) + - 'izl‘<";f‘§"

Um nun festzustellen, ob die so gefundenen Componenten £ (x)
der infinitesimalen Transformationen wirklich eine r-gliedrige Gruppe
bestimimen, miissen wir noch untersuchen, ob Relationen von der Form
(VI) bestehen konpen. Aus (99) ergiebt sich nun, dass dann sicher

a’$a0=-'-ga‘m0
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sein muss. Bs frigt sich also, ob die folgenden Relationen bestehen
konnen:

P

119 D) Cor8,= 03

p=n-1
hieraus folgt im Besonderen:

r

(120) Z'abcg,,ﬁ 0, (b =1,2...,mu.

b=n--1
Nach (106) miisste demnach sein:

7
(121) E as ¢6,,5C .65, = 0,
by o=n-t1

woraus wieder im Besonderen folgt:

(120) Do g =0

b, te=n 41
(a,0,0,=1,2,...,n).

So weiter schliessend findet man, dass die nothwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir das Bestehen der Relationen (119) die
Gleichungen sind:

r
DI D1 a
(121) 2“’7 0,5 % cbm——%' bt cbm—l’bm =0.
DyDyy vy Dy =0kl
(a, 5,05, ..,0,=1,2,...,%).

Nur also, wenn es Grissen a, giebt, welche alle diese unendlich vielen
Gleichungen befriedigen, hingt unsere Gruppe von weniger als # Para-
metern ab. Man wolle bemerken, dass die letzten Entwickelungen
unabhingis von dem Bestehen der Gleichungen (109) sind, also fiir
alle Losungssysteme der Differentialgleichungen (IV) gelten, die den
Anfangsbedingungen (99) geniigen.

Wir erhalten diese allgemeinsten Losungen wieder aus dem ent-
wickelten speciellen Systeme durch Einfihruong neuer Veriinderlicher
vermittelst der Gleichungen:

b3
ozb

(122) 2o = ho(2), %= H,(2),
WO
hy(0) =0
und ’
oh, (0)
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dieselben sind:

(123) &) -2 e gg & (H().

Wir brauchen diese mit den Entwickelungen auf 8. 176 und 177 fast
identischen Schliisse nicht besonders auszafhren, Fithrt man endlich
hierin vermittelst einer linearen Substitution neue Verinderliche ein,
so erhilt man die Componenten der infinitesimalen Transformationen
der allgemeinsten transitiven s-gliedrigen Transformationsgruppe des
Raumes von % Dimensionen von gegebener Zusammensetzung (¢ )
und gegebener Zuriickfilhrung dieser Grossen auf die den letzten der
Gleichungen (102) entsprechende Form.

Wir konnen die Resultate dieses Paragraphen in folgenden Satz
zusammenfassen:

Satz 7. Ist ein System vom Constanten v gegeben, welche den

Glejchungen :

r’
D G+ H et a0 =0
=1

geniigen, so findet man folgendermassen die Componenten
der infinitesimalen Transformationen der allgemeinsten
zugehirigen tramsitiven, v-gliedrigen Transformationsgruppe
des Rawmes von n Dimensionen: Nachdem man die Con-
stanten y¢ , auf jede migliche Art mit Hiilfe der Sub-
stitution :

(X111) Zaf ¢ =2ab a2y,

(y =1

wo die Determinante ;a:i von Null verschieden sein muss,
auf eine solche Form gebracht lat, dass erstens ¢, == 0,
sobald &, % > n wnd ¢ < n, und zweitens nicht solche von
Null wverschiedene Grissen ay gefunden werden Linnen,
dass die simmilichen Gleichungen:

Dy ~1
(XIV) S’ao T APRERY' @ =0,

D(It~2'bm-»l Brpem1)r P
Dy 0y Das D,,‘——n-i-x
A 5
(3,8,8,, .- 0=1,2,...,m)

wenn m alle Werthe von 1 bis o hat, erfillt werden

Kinnen, nachdem man ferner die Coefficienten der w der
Niihe des Nullpunkites comvergenten Reihen:

3
Mathematische Annslen. XXXV. 1
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«w
5 1 o
B () = Oup + Z, it Cobubt, B0 Zp, - - STy,

m=1
{B,,Bz,...,6m=1,2,. -}
den Anfangsbedingungen (112) und den Recursionsformeln
(110) und (111) gemdss bestimmt hat, sodass:

(XV) D 2,8(@) = @,
b=1
(a=1,2,...,m),
so wiihle man irgend eine Transformation
2o == Ho(2(, 20, - « =1 Za),
deren Umkehrung 2, = ho(x); alsdann sind die:

(XVI) g = > Tell g(He)

=1
a=1,2,...,n
{B=1,2,...,7‘}
die verlangten Componenten.™)

Die Bestimmung aller r-gliedrigen nfransitiven Transformations-
gruppen des Raumes von » Dimensionen von gegebener Zusammen-
setzung (¢ ) kann auf die der transitiven Gruppen zurlickgefiihrt
werden. Sie verlangt aber dann die Kenntniss nicht nur des gegebenen
Systems von Constanten ¢ ;, sondern aller soleher Systeme, welche
die Gleichungen (VII) befriedigen; wir glauben desshalb auf dies
Problem hier noch nicht eingehen zu diirfen.

§ 1.
Ueber die identische Transformation.

Wir haben bisher immer nur solche Transformationsgruppen be-
trachtet, welche die identische Transformation enthalten; in der That
lasst sich der allgemeinere Fall auf diesen zuriickfihren. Haben wir
nédmlich die durch die Gleichung:

(129) fo (F@s w3 o) = fi (&5 9 (u3 v)

charakterisirte Gruppe, so mogen die Functionen f,(z; ») und @y (u; v)

*) Vergl. Transf. Kap. 19 und 22; man wolle aber bemerken, dass bel
Herrn Lie die Bestimmung aller transitiven Gruppen von gegebener Zusammen-
setzung immer nur geldst ist unter der Voraussetzung, dass eine solche Gruppe
bekannt sei. Was die Theorie der Aehnlichkeit r-gliedriger Gruppen betrifft, so
sei darauf hingewiesen, dass unser Satz den Satz 3 in Transf. S. 339 umfasst.
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etwa zuniichst fir gewisse Umgebungen (2), (), (¢v) von resp. z, = 0,
up =0, v. =0 sich nach Potenzen der o, Uy, . entwickeln lassen.
Wenn dann die Transformation:
(125) Yo =fa(z;0) = f,(2)
als den dem Bereiche (z) entsprechenden Bereich keinen in diesen
hineinfallenden Bereich (y) liefert, so missen, sollen die Gleichungen
(124) tberhaupt Bedeutung haben, die nach Potenzen von

Yo — by = ya — (2(0)
fortschreitenden Reihen f(y; u) jedenfalls analytische Fortsetzupgen
der um den Nullpunkt convergenten Reihen f,(z; u) sein. Liegen auch
die Punkte des dem Bereiche (u) auf Grund der Gleichung:
(126) Sp = Q[,(‘u; 0) == Sob(“)
entsprechenden Bereiches (s) nicht in (u), so miissen auch die pach
Potenzen von s;— ¢, = s, — @3(0) fortschreitenden Reihen fi(z;s)
und @s(s; v) analytische Fortsetzungen der in der Niihe der Nullpunkte
convergenten Reihen f,(x; %) und @, (u;v) sein.

Wir machen weiter die Annahme, die man durch Einfihrung neuer
Parameter wird realisiren kbnnen, dass dje Gleichungen (125) umkehr-
bar seien, also:

(127) zo = Fu(y);

nehmen wir im Besonderen noch an, dass diese Umkehrung in der
Nihe des Nullpunktes z; == 0 moglich sei, so werden die F.(y) zu-
nichst als nach Potenzen der y, — b, fortschreitende Reihen definirt
sein, die sich aber auch in nach Pofenzen von y, — f,(¥) fort-
schreitende Reihen miissen fortsetzen lassen, wo die Stelle b, in be-
liebiger Nihe von b, liegt. Setzen wir daher;

(128)  fulws )=/ (Fy); u) = ga(ysw) = 0a (f\2); u),
so gilt dasselbe von den Functionen g,(y; u) beziiglich der gy; was
die w; betrifft, so sind die g,(y; ) zundchst ebenso wie die f(z; w)
als nach Potenzen der u, fortschreitende Reiben definirt, die sich aber
in nach Potenzen der s, — ¢, fortschreitende Reihen fortsetzen lassen.

Aus (124) folgt nun zunichst fir v == 0:
(129) fa (Flw; 0)) = fals $) = galy; 8);
es ist daher:
(180) i (Flas ws o) — s (£ (123 w)5 ) = g0 (9055 95 0).
Andrerseits ist:
(181) £ (5 @(u5 ) = ga (v5 9w 0) =20 (35 ¥(s30)) -
wenn:

13¢
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(132) sy = Dy ()
und:
(133) @5 (w5 9) = @5 (P (8); ©) = %5 (53 0)

gesetzt wird; denn durch Einfithrung der neuen Parameter kinnen wir
auch die Umkebrbarkeit der Gleichungen (126) erreichen. Wir erhalten
daher die Gleichungen:

(134) 9 (93 85 9) = ga (v3 w(e50);

dieselben sind zunichst bewiesen, so lange als die y, in der Nihe von
b., die s, in der Nihe von ¢, und die 5 in der Nahe von Null liegen,
Nun ist aber die linke Seite jener Gleichungen auch definirt, wenn die
9. in der Nahe von b,, die s; und v; in der Nihe von Null liegen
urd zwar darch die Fortsetzung obiger nach Potenzen der s — ¢ fort-
schreitenden Reihen; dasselbe gilt daher von der ihr jedesmal gleichen
rechten Seite. Denn denkt man sich die Fortsetzung links und rechts
fiir einen geeigneten Punkt s, = d, des urspriinglichen Bereiches in
in der Nihe von §; = ¢, gewacht so, dass die linke Seite iiber diesen
Bereich hinaus convergirt, so gilt dasselbe von der rechten Seite, da
die Coefficienten der einzelnen Potenzen der sy — dp auf der linken
und rechten Seite unabhingig von den s; einander gleich sind.

Es ist demnach durch die Gleichungen (128), (133) und (134)
eine Gruppe charakterisirt, welche die identische Transformation ent-
halt; denn aus (128) folgt sofort:

(135) 9:(95 0) = fa(2: 0) = g.

Wir erhalten daher jede Transformation der urspriinglichen Gruppe,
wenn wir erst die Transformation (125) und dann eine Transformation:
(136) Ya = ga(Y; %)

der vop uns behandelten Art von Gruppen ausfilhren. Was pun die
Transformation (125) betrifft, so folgt aus (130) leicht, dass:

(137) () = 9a(y;5 9),
dass diese Transformation also die analytische Fortsetzung einer Trans-
formation der Gruppe (136) ist. Es ist also auch jede Transformation
der urspriinglichen Gruppe eine analytische Fortsetzung einer Trans-
formation dieser Gruppe. In der That ist:

(138) ga (9(y5 )3 %) = gu (s $(e52)) =Fx (=5 ¥(c; 9)) = fa (&5 9 (0;))

= fa(f (25 0);0) = fuly; ),
oder:
(139) falys 0) = ga (y; w(c; v)) .
Diese Gleichung zeigt uns nun auch, wie die identische Transformation,
welche eigentlich jede endliche Transformationsgruppe enthilt, bei einer
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bestimmten analytischen Darstellung derselben gewissermassen latent
werden kann: Man fithre in die Gruppe y,' = g.(y; w) durch die
Gleichungen u; = 5 (c; v) neue Parameter ein; geht g,(y; ) hierdurch
in fi(y; v) lber, so ist es sehr wohl mdglich, dass diese nach Potenzen
von v, fortschreitenden Reihen nicht in denjenigen Punkt v, == ¢,’
fortsetzbar sind, welcher durch die Gleichungen #,(c; ¢') == O bestimmt
ist. Ist dem wirklich so, so enthilt die durch die Functionenelemente
Y. = fa(y; v) definirte Transformationsgruppe die identische Trans-
formation nicht, sie kann aber durch Einfihrung geeigneter Parameter
immer in eine solche mit der identischen Transformation ibergefiihrt
werden. Wir erhalten demnach das Resultat:

Satz 8. Jede endliche Transformationsgruppe, welche im Bereiche
der Fortsetzungen der sie definirenden Functionenelemente
die identische Transformation nicht enthilt, kann durch
Einfilrung geeigneter Parameler in eine dic idendische
Transformation enthallende Gruppe dbergefihrt werden.®)

Hiermit ist auch die Berechtigung der von uns in § 5 gemachten

Annahme nachgewiesen, dass jede Untergruppe die identische Trans-
formation enthalte.

Dorpat, im April 1889.

*) Vergl, Transf. Theorem 26, S.163.
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